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8.4: Théoreme de 1’énergie pour un solide

1) La variation de I’énergie cinetique est égale au travail des forces extérieures

2
1

Les forces intérieures ne travaillent pas parce que les distances sont maintenues.
Pour chaque couple de points i, j du solide on a que 13” = —ﬁi’j (3eme loi de Newton), donc:

dr;j = 0: dans un solide

Fij-dry+ Fyi - diy = Fyj - diy = Fyj - diy = Fy - (d7y — diy) = Fyj - di; = 0 indéformable les distances sont
maintenues
2) S11l n’y a que des forces conservatives qui travaillent, alors
I’énergie mécanique est conservée vV (#)
- ax —
F=—|0V(®) |=-VW@)
E = K + V() = constante Jy

oV (r)

0z



8.4 Energie cinetique d’un solide

- Pour un point A quelconque du solide:

1 — 1
_ _ 2 - — - — . T . —
Ecm—K—Eva +va-(a) /\AG)+2 (I4 - )
1 1 L L ==\ 2
E.n, = Z imavg =3 Mg (’UA +w A APa)
(87 [0
N.B.: pour chaque point P, A du solide 1 1 by 2
d — — = — 72 U . 0 — ]
Bp = o (fa + AP) = B, + B 1 4P o ML+ M (‘*’/\m) t32 M (@ nAF,)
(o7
1 A o (7572 (=~ 772
# 3 o ma (30 AR) = 3 Soma |2 (A2 - (@ 472)]
(@A b)? = a®b?sin’ * *
- N2 212 2 1 — 2
_’a 11)2 a_’b_‘c;)s a2 2 = §Zma szchﬁij (APa) —Zwiwj(APa)i(APa)j
= (@Ab)*+ (d-b)° =a’b o 0] iJ

(Ig)ij =

D mel@P?6; = (GR(GP)] 1

a




8.4 Energie cinetique d’un solide

« Pour un point A quelconque du solide:

1 2 - — A 1—> ' —
EcmzK:Eva +va-(w/\AG)+E - (Iy - w)

Dans un repéré d’inertie:

11 O O (,()1
w-([jrw)y=(w1 w, w3)-[0 I, 0]- ((1)2> = Lw? + Lw3 + ;w3

Si la rotation se fait autour d’un axe principal d’inertie (par ex. axe é;):
W - (iA . (1_)>) - 11(1)%



8.4 Energie cin¢tique d’un solide

« Pour un point A quelconque du solide:

1 2 - — A 1—> ' —
EcmzK:Eva +va-(a)/\AG)+E - (Iy - w)

Cas particuliers avec @ paralléle a un axe principal d’inertie:

4 1—)“‘ — 1—)"' A 1"'
-S'UA=O - KZECU'IA°CU:E(,()‘IAA(UEA:EIAA(UZ
1 1 K K*+]Jw Z
; - — — Vv
-SiA=G W K=_Mv2+-I, ? & 20"
2 2 °¢ « 17 2
K_EIAG(U

Mg - (BAGG) =0
2eme théoreme de Konig



8.4: Yoyo: solution 1

Quelle est la vitesse du centre de masse G quand
le yoyo est descendu d’une hauteur /?

\<)V
5]

Equations du mouvement : Zy

dL; - . . _ d(=l;wX) o 1 a6
rFae M; = —RFX —> —RFx= Ir =lIIwa = —EmR ?x
F 1
> - a - -
ma; =mg + F — F = mg — mag G 3g

Conditions initiales (@t=0): v, =0 z=0
- Solution : ©) = art 4
e = ve(2) = J2a5z = vo(h) = |=gh
z(t) = EaGtz 3

Demo: https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/38



https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/38

8.4: Yovyo: solution 2

Quelle est la vitesse du centre de masse G quand X R
le yoyo est descendu d’une hauteur 4? y

o]

N>

Le poids est conservatif et F ne travaille pas
= le probléme peut €tre résolu par la conservation de I’¢nergie :

Kin +Vin = Krin + Vi

K, =0 Vin, =mgz(0) =0 Vein = —mgz
Par rapporta G Par rapporta A
2, 1 1
Kfm=zmv6 +Ele = Kfl-n=§IAa) =
1 1/1 Va2 3 1/1 ven2 3
_ 2 . = 2\ (26 _ - 2 N 2 21 (26 _ - 2
—vaG+2<2mR>(R) —4va 2<2mR +mR>(R) 4va
3, _ |4
vaG—mgz=0 = vg(h) = §gh



8.4-8.5: Glissement vs. Roulement

A guelle vitesse les deux spheres arrivent au fond de la pente de longueur L?

La sphéere qui glisse descende

avec une accélération

a; = gsSina

Aot
= =—qa
sina 29
Vg = aGt
Vg = ZLClG =

J2Lgsina =/2gh

sphere qui roule (sans glisser):
théoréme du moment cinétique appliqué en A

7
Ip = Ig; + mR* = —mR?

‘ 5
- 2
dL, ag (I, = =mR?)
A= _Laoz=-1,—>2 Gz
dt 4wz AR ? >
R ( 0=0
dls _ Mext = < 0=0
dt —ngaG = —Rmgsina
\

5 10 10

aG=7gsina Ve = 2LaG=\/7Lgsina= 7gh
8



8.4-8.5: Glissement vs. Roulement

A guelle vitesse les deux spheres arrivent au fond de la pente de longueur L?

La sphere qui glisse:
-N 1 dr donc ne travaille pas
-mg est conservative

- Energie mécanique totale est
1 2
Ki =0 Kf = Eva
1

sphere qui roule (sans glisser):

-N L d# donc ne travaille pas

- FfTicne travaille pas parce que v, = 0
- mg est conservative

conservée: Eyor = Ecip + Epor = K +V = const

Kl=0 Vl=0 Vf:—mgh

Par rapport a G
1 2
K=K* +§Mv§ (IGZ=§mR2; Ve = wR)
1 ~
K*==1, w* 1 1 2
Ac K; Emvé + Elazwz =5 (1+ g)mvé




8.4-8.5: Glissement vs. Roulement

A quelle vitesse les deux spheres arrivent au fond de la pente de longueur L?

La sphere qui glisse:
-N L d7 donc ne travaille pas
- mg est conservative

- Energie mécanique totale est
1 2
Ki =0 Kf = Eva
1

sphere qui roule (sans glisser):

-N L d# donc ne travaille pas

- FfTicne travaille pas parce que v, = 0
- mg est conservative

conservée: Epo = Ecin + Epor = K +V = const
Ki=0 V,=0 Vg=—mgh
Par rapport a A: v, = 0 7
op 3 ZA Iy = Ig; + mR* = ZmR*
Kf = EIAACU )
(I, = ngz; ve = wR)
7

mvé —mgh =0

0 ) v =.10/7gh

10



8.6: Dynamiqgue du solide avec axe fixe

Quand un axe de rotation A est fixe (et
qu’on ne s’intéresse pas aux forces et
moments qui maintiennent cet axe fixe),
il est utile de projeter le théoreme du
moment cinétique sur cet axe:

- Pour tout point O sur I’axe A, de
direction i, les forces ﬁA agissantes
sur I’axe ont un moment
perpendiculaire a i =

M, -u=(0_}’)AﬁA)-ﬁ=0

0P|

Ex.: pendule physique = solide soumis a la pesanteur et
libre de osciller autour d’un axe fixe horizontal

Lo = (O—G>/\m§) Al = (0—15/\m§) -1+ (P—G>/\m§) 7

I\ = (P—G)/\mg’) -l = —Lmg sin¢

. m L IA - IG,U, + mdz -
o+ sing = 0 1 5
I, 12m(a +c*) + mL
pendule mathématique: ¢ B _g sin ¢
toute la masse m _ L

esten G (I = mL?) .



8.6: Dynamique du solide avec axe fixe

Conservation €énergie mécanique

V = —mglL cos ¢

1 1 1

K=-mvé+=I;,0*= EmLza)2 + EIG,uw

2 21
= E (mLz + IG,u)(l)z

1
5 (mL? + I, )w? — mgL cos ¢ = cte

On dérive par rapport a ¢ (w(t) = ¢(t))

(mL2 + 15, )pd + mgLsing d =0

. L
¢ + sing =0

Demo:https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/65

2

Theoréme du moment cinetique

Lo = (O_G)/\mj) U= (W’)/\mg) U+ (P_G)/\mg) 7

I = (P_G>/\m§) -l = —Lmgsing

Iy =I5, +md? =
1

—m(a? + ¢?) + mL?

L
sing = 0 T

b+

A

12


https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/65

8.6: Calcul du centre de percussion

Pendule physique interrompu dans sa course:

- Une barre de longueur L et masse M tourne autour d’un axe fixe
perpendiculaire a la feuille et passant par le point O a I’extrémité
de la barre:

- Juste avantlechoc (t =0): v; = wd,
- Juste apres lechoc (t = At) . vz = 0,w = 0 (point G fixe)

- A quelle distance D de O il faut appliquer la buttée pour que la
barre s'arréte sans avoir de extra forces appliguees en 0?

La force appliquée par la buttée ainsi que la durée du choc sont
Inconnus, mais on peut écrire:

At At
Ap, =0 — My, = f —F()dt Mvg = jo F(t)dt I oy
0 - GW = Vg =
A - A d'Mwd
ALg,=0—-I;w = MEt . 6,At = —d’j F(t)dt lcw = d’f F(t)dt ‘
0 0

L
IG - d,dM - id’M

1 L L 2
IG=EML2=§dM # d’=g ‘ D=d+d'=§L

Demo: https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/88 13



https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/88

8.6: Calcul du centre de percussion

Solide libre de tourner autour force exercée par le clou
d’un axe fixe passant par O sur le marteau

Centre de percussion:

- point O’ sur la droite OG tel qu’un choc aucune force nécessaire
(percussion) appliqué en ce point en in>< pour garder le point —
(perpendiculairement a OG) n’engendre aucune

réaction (répercussion) de I’axe de rotation sur % 0
le solide o

marteau

Exemples et applications: Clou-l-
- Marteau
- ou le tenir ?
- Raguette de tennis, batte de baseball,
- ou frapper la balle ? gonds
- Buteée de porte
- ou la placer ?

butée placee au centre de percussion:
aucune force appliguée sur les gonds

(charnieres)
14



8.7: Rotation autour d’un axe fixe

- Toupie symétrique avec un point fixe:
- Le moment du poids par rapport au point fixe C est constamment perpendiculaire au moment

cinétique = la norme du moment cinétique reste constante: L, = Iy@w = [ywé,
- L’axe de rotation propre a un mouvement de précession autour de I’axe vertical avec vitesse

angulaire €

= —= oW —
CTodt AT dt

- Note: on a négligé le moment cinétique cause par la rotation Q

Le=I-(B+Q) =1, & = Lwé,) ! valable si Q < ©

:IA(J)g_i/\éA =§AZC

CG mgsing = QL. sing

Q_C'Gmg_CGmg
L Lo

La vitesse de précession est inversement proportionnelle

a la vitesse de rotation propre de la tupie \
N D
- Cas geneéral: ¢ n’est pas constant mais oscille entre C :
deux extrémes (mouvement de nutation) \\
\\
15

Demo:https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/42



https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/42

8.6 Pendule physique tournant: angle d’equilibre

- Rotation uniforme autour d’un axe vertical fixe passant par 0. Tige de rayon R = 0
- Dans repere d’inertie Oé; é,é5
- Par la formule de Steiner

L2 mL? mlL?

o - 00 ot 0 0
0 O L 0 0 mL2+mL2
4 12 4
w = wsinaé; — wcosaé,
P mlL? +mL2) o
=1y -w= w sina é
o =lo (12 1 1
dL, N (mLZ +mL2) , . X
—=w = w? sin a cos a é
dt °" 12 7 4 3

.- Théoreme du moment cinétique :

dlo oo . L
o = 0Gnmg =-mgsinaé

L ml?  mlL? mL? _3 9
Emgsina=(12 = )a)zsinacosazTa)zsinacosa - oS =572

démo91


https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/91/effet-gyroscopique-a-vitesse-de-rotation-faible-pendule-dansermet

8.6 pendule mathématique: angle d’équilibre

Q>

: ~ A O 4
Repere cartésien fixe: 0X ) L ;
AT
, N
2¢me |oj de Newton ZF =md P
é.v
F=mg

(= L4
T-é,+mg-é,=0 —Tcosp+mg=20
3 — .
\T é,+mg-é,=0 Tsing = m¢p?Lsing = mw*Lsing

—mw?Lcosp +mg =0 p— cos¢p =

Lw?
L’angle d’équilibre est inferieur a celui d’un pendule physique: €0s¢ = Y
Formule général barre d fini _ !
ormule générale pour une barre de rayon fini  cos¢ = Lw? |, T,

mlL2

17



8.6 Pendule physique tournant: angle d’équilibre

- Rotation uniforme autour d’un axe vertical fixe passant par O

« Dans repére d’inertie Gé-é,é
1€2€3

_ o, . 1
W =wsinaé; —wcosaé, —mlZ 0 0
| =l 0o 0o o0
Le=1I; @ =-—ml?wsinaé, ¢
. 12 0 0 —ml?
L6 )AL, = S mi2w?s : H
— =w = —mlL?w?sinacosa é
dt “7 12 ;

- Théoreme du moment cinétique :

dL, —— - L L o
ek GOAT = ETSIH(CK —f)é; = ET(smacos,B — cosa sinf3)é;

. Théoreme du centre de masse :

2
T cosf =mg wL
R L, = B tanf = ——sina
mag=mg+T = L

G g T sin f = mw?=sina 29

1 2 2 . L .
—mlLcw Slnacosa=5(mgsma—cosamw

12
1 L 3
§L2w2cosa=§g — cosa =573

2L
2smcx)

démo91
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https://auditoires-physique.epfl.ch/experiment/91/effet-gyroscopique-a-vitesse-de-rotation-faible-pendule-dansermet

